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WYK LAD 13: Zastosowania tw. Hahna–Banacha do zbiorów wypuk lych

Na tym wyk ladzie przypomnimy pojȩcia zbioru wypuk lego, podamy pe lna̧ wersjȩ
twierdzenia Hahna–Banacha i udowodnimy kilka jego zastosowań typu twierdzeń o
rozdzielaniu funkcjona lem. W tym celu musimy wprowadzić kilka nowych pojȩć.

Definicja (przypomnienie). Kombinacja̧ wypuk la̧ punktów x1, . . . , xn w przestrzeni
liniowej X nazywamy każda̧ ich kombinacjȩ liniowa̧ o wspó lczynnikach nieujemnych
sumuja̧cych siȩ do 1. Zbiór A ⊂ X nazywa siȩ wypuk lym jeśli jest on zamkniȩty na
branie kombinacji wypuk lych.

Definicja. Przestrzeń liniowo-topologiczna nazywa siȩ lokalnie wypuk la̧, jeśli ist-
nieje baza topologii z lożona ze zbiorów (otwartych) wypuk lych. Wystarczy do tego
istnienie bazy otoczeń wypuk lych w zerze.

Fakt. Przestrzeń unormowana jest lokalnie wypuk la, bo wszystkie kule (wystarczy
patrzeć na kule wokó l zera) sa̧ wypuk le; wynika to natychmiast z jednorodności i
podaddytywności normy: norma kombinacji liniowej jest mniejsza równa od kom-
binacji liniowej norm.

Definicja. Funkcjona lem podliniowym na przestrzeni liniowej X nazywiemy każda̧
funkcjȩ p : X → R spe lniaja̧ca̧ dwa warunki:
1. p(x + y) ≤ p(x) + p(y) (podaddytywność)
2. p(tx) = tp(x) dla t ≥ 0 (dodatnia jednorodność)

(pojȩcie to obejmuje zarazem funkcjona ly rzeczywiste, jak i normy).

Definicja. Niech A bȩdzie podzbiorem przestrzeni liniowo-topologicznej, wypuk lym
i zawieraja̧cym otwarte otoczenie zera. Funkcjona lem Minkowskiego zbioru A nazy-
wamy funkcjȩ z X w R+,

µA(x) = inf{t > 0 : x
t
∈ A}.

Uwagi: 1. Dla każdego x zbiór {t > 0 : x
t
∈ A} jest (niepusta̧) pó lprosta̧ dodatnia̧

(wynika to z wypuk lości A oraz tego, że A zawiera zero wraz z otoczeniem). Czyli,
x
t
∈ A dla wszystkich t > µA(x). Mamy µA(x) < 1 =⇒ x ∈ A oraz µA(x) >

1 =⇒ x /∈ A. Równość µA(x) = 1 zachodzi na brzegu zbioru A (te punkty moga̧
należeć lub nie należeć do A). Jeśli A jest otwarty, to mamy µA(x) < 1 ⇐⇒ x ∈ A.

2. Funkcjona l Minkowskiego jest nieujemny (oczywiste) i podliniowy. Faktycznie,
jeśli x, y ∈ X i x

t
, y
s
∈ A (t, s > 0), to x+y

t+s
= t

t+s
x
t

+ s
t+s

y
s
∈ A (z wypuk lości A).

To dowodzi podaddytywności. Dodatnia jednorodność wynika wprost z definicji.

3. Jeśli A jest kula̧ jednostkowa̧ w przestrzeni unormowanej, to µA( · ) = ‖ · ‖. W
innym przypadku µA jest ,,czymś w rodzaju normy” dla której A (o ile jest otwarty)
jest ,,czymś w rodzaju kuli jednostkowej”.



Twierdzenie Hahna–Banacha (wersja z funkcjona lem podliniowym). Niech V0

bȩdzie podprzestrzenia̧ liniowa̧ przestrzeni liniowej V (nie zak ladamy nic wiȩcej)
i niech p bȩdzie nieujemnym funkcjona lem podliniowym na V . Niech f bȩdzie
funkcjona lem liniowym określonym na V0, na której spe lnia on f ≤ p. Wtedy
istnieje określony na V funkcjona l liniowy F , taki że F ≤ p oraz F |V0

= f .

Uwaga: Warunek F ≤ p implikuje |F (x)| ≤ max{p(x), p(−x)}. Prawa strona
jest też funkcjona lem podliniowym, w dodatku symetrycznym. Jeśli p jest od razu
symetryczny (tzn. p(x) = p(−x)), to F ≤ p jest równoważne z |F | ≤ p.

Dowód twierdzenia: Jest identyczny jak w poznanej wcześniej wersji dla p = ‖ · ‖.

ZASTOSOWANIA

Twierdzenie pierwsze o rozdzielaniu. Niech A i B bȩda̧ niepustymi roz la̧cznymi
zbiorami wypuk lymi w przestrzeni liniowo-topologicznej V , przy czym A jest ot-
warty. Wtedy istnieje funkcjona l liniowy cia̧g ly F na V oraz sta la γ, takie że

F (a) < γ ≤ F (b), dla dowolnych a ∈ A, b ∈ B.

Dowód: Niech C = A − B + x0, gdzie x0 = b0 − a0, zaś a0 ∈ A i b0 ∈ B sa̧
ustalonymi punktami. Wtedy C jest zbiorem wypuk lym, otwartym i zawiera zero
(co siȩ sprawdza bardzo  latwo). Zatem funkcjona l Minkowskiego µC jest dobrze
określonym nieujemnym funkcjona lem podliniowym. Zauważmy, że x0 nie należy
do C (to by oznacza lo, że zero należy do B − A, co przeczy roz la̧czności A z
B). Zatem µC(x0) ≥ 1. Na jednowymiarowej przestrzeni V0 rozpiȩtej przez x0

zdefiniujmy funkcjona l f wzorem f(tx0) = t. Dla punktów tx0 z t ujemnym f jest
ujemne a µC dodatnie, wiȩc f < µC . Dla t ≥ 0 mamy, z dodatniej jednorodności
µC :

f(tx0) = t ≤ tµC(x0) = µC(tx0).

Czyli f ≤ µC na V0 i można stosować twierdzenie H-B. Daje ono funkcjona l liniowy
F na V ograniczony przez µC . Co to oznacza? Otóż po pierwsze dla x ∈ C ∩ (−C)
(a to jest otwarte otoczenie zera) mamy µC(x) ≤ 1 i µC(−x) ≤ 1, wiȩc |F (x)| ≤ 1,
co implikuje, że F jest ograniczony, a wiȩc cia̧g ly. Po drugie, mamy dla dowolnych
a ∈ A, b ∈ B,

F (a) − F (b) + 1 = F (a− b + x0) ≤ µC(a− b + x0) < 1,

gdyż F (x0) = f(x0) = 1 oraz a − b + x0 ∈ C. Pokazalísmy, że F (a) < F (b).
Czyli supF (A) ≤ inf F (B). Ponadto z Twierdzenia o Odwzorowaniu Otwartym,
F (A) jest otwarty, wiȩc nie osia̧ga swojego supremum. Tak wiȩc za liczbȩ γ z tezy
twierdzenia można przyja̧ć supF (A). �

Twierdzenie drugie o rozdzielaniu. Niech A i B bȩda̧ niepustymi roz la̧cznymi
zbiorami wypuk lymi w przestrzeni liniowo-topologicznej lokalnie wypuk lej (na przyk-
 lad unormowanej) V , przy czym A jest zwarty a B domkniȩty. Wtedy istnieje
funkcjona l liniowy cia̧g ly F na V , taki że supF (A) < inf F (B) (tzn. obrazy F (A)
i F (B) leża̧ w dodatniej odleg lości; w poprzednim twierdzeniu by la tylko nieostra
nierówność).



Dowód: Dla każdego a ∈ A istnieje wypuk le otoczenie zera Ua takie, że Ua + a
jest roz la̧czne z B nawet po domkniȩciu. Wtedy Ua + a′ jest roz la̧czny z B dla
a′ z pewnego otoczenia punktu a. Otoczenia te tworza̧ pokrycie zbioru zwartego
A, wiȩc można wybrać podpokrycie skończone, a tym samym skończona̧ kolekcjȩ
zbiorów Ua. Ich przekrój (nazwijmy go U) jest otwartym i wypuk lym otoczeniem
zera, takim że A + U jest roz la̧czny z B. Teraz stosujemy poprzednie twierdzenie i
dostajemy funkcjona l F , taki że supF (A + V ) ≤ inf F (B). Ale F (A) jest zwarty
(jako cia̧g ly obraz zbioru zwartego), wiȩc jego supremum jest ostro mniejsze od
supremum zbioru otwartego F (A + V ). �
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